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J. Phys. A: Math. Gen. 13 (1980) L371-L374. Printed in Great Britain 

LETTER TO THE EDITOR 

Erzeugung von Gravitationswellen durch 
elektromagnetische Strahlung 

K Buchnert und R RoscaS 
t Institut fur Mathematik der Technischen Universitat, Arcisstrasse 21, 8000 Miinchen 2 ,  
FDR 
$ Facult6 des Sciences et ‘Techniques, Sfax, Tunesien 

Erhalten am 2 Juli 1980 

Zusammenfassung. Ein axialsymmetrisches Biindel paralleler Lichtstrahlen mit endlichem 
Querschnitt erzeugt in seinem Auoenbereich Gravitationswellen, deren Einsteinscher 
Energiekomplex im verwendeten Koordinatensystem (‘Laborsystem’) verschwindet. 
Einige Eigenschaften dieser Gravitationswellen werden mit den Ergebnissen aus anderen 
Losungen verglichen. 

Abstract. An exact solution of Einstein’s equations is presented thai corresponds to an 
axisymmetric bundle of electromagnetic waves with finite cross section. Outside this 
bundle, there is gravitational radiation parallel to the electromagnetic radiation. If no static 
electromagnetic fields are present, the frequency of the gravitational waves is twice the 
frequency of the electromagnetic waves. Einstein’s energy complex vanishes identically. 
The covariant energy complex, however, yields also a radial momentum. 

1. Einfuhrung 

Die Wechselwirkung zwischen elektromagnetischer und gravitativer Strahlung wurde 
mit Hilfe von Naherungslosungen der Einstein-Maxwellgleichungen ausfiihrlich dis- 
kutiert (zB Choquet-Bruhaut 1977, Grishchuk und Polnarev 1980). Es sind auJ3erdem 
zahlreiche exakte Wellenlosungen bekannt (zB Fischer 1980, Kundt 1961, Kundt und 
Trumper 1963). Trotzdem wurde bisher die Frage noch nicht ausreichend untersucht, 
ob auch auJ3erhalb eines scharf begrenzten Biindels elektromagnetischer Strahlung 
Gravitationswellen auftreten. Die vorliegende Arbeit diskutiert den besonderes ein- 
fachen Fall eines axialsymmetrischen Biindc 1s paralleler Lichtstrahlen, dessen 
Querschnitt begrenzt ist. Dabei zeigt sich, daJ3 auJ3erhalb des Bundels eine Gravita- 
tionsstrahlung vorhanden ist, deren Ausbrei wgsrichtung der der Lichtstrahlen 
parallel ist. Die Frequenz der GravitationsweLen ist doppelt so groJ3 wie die der 
elektromagnetischen Wellen. Durch geeignete statische Felder 1aIJt sich jedoch auch 
die Grundfrequenz erzeugen. Der Einsteinsche Energiekomplex dieser Gravitations- 
wellen verschwindet identisch. 

2. Losung der Ubergangsbedingungen an der Grenzflache des Bundels 

In Rosca und Buchner (1980) wird gezeigt, daJ3 sich fur ein Bundel paralleler Licht- 
strahlen die Losungen der Einstein-Maxwellgleichungen in der folgenden Form 
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darstellen lassen: 

\g14 g24 g34 g44/ 

mit g14 E R; g i k , l =  0 und g24,3 = g34,2. Mit dieser Metrik reduzieren sich die Einstein- 
schen Gleichungen 

R .  ik -1 2gikR = - - K z k  

auf die eine Gleichung 

(2) 
1 

g24,2,4 + g34.3.4 -dg44,2,2 + g443.3) = R44 = - ~[ (F24) '+  (FW)'], 

wobei F i k  die Komponenten des elektromagnetischen Feldes sind. Alle anderen 
Komponenten von T k  verschwinden. 

Bezeichnet r = [ (x2 ) '+  (x3)2]1'2 den Abstand vom Mittelpunkt des Bundels, so wird 
im folgenden angenommen, dafl T4, sich als ein Produkt 

T44 = T(r )  G(x4) (3) 

g24 = X2f(r)g(x4)7 g34 = x3f(r)gb4), g44 = k (r)m (x4) (4) 

schreiben Iaflt. Dabei soll fur r 3 ro gelten T(r) = 0. Fur g i k  wird der Ansatz 

gemacht. Damit laPt sich die Einsteingleichung (2) folgendermaflen aufspalten, indem 
man zunachst willkurliche Funktionen F, (r) einfiihrt: 

g24,2,4+g34,3,4= (2f+rf')g=:Fl(r) G(x4) fur r < ro, 

g24,2,4+g34,3,4 = (2f+rf')g='FZ(r) * G(x4) fur r 3 ro, 
-dg44,2,2+g44,3,3)  = -%k"+(l/r)k'lm = - K T 4 4 - F 1  G ( 5 )  fur r < ro, 

fur r 3 ro. 

1 

1 
-dg44,2,2+&!44,3,3)= -%k"+(l/r)k']m = -F2 * G 

Dieses System hat die Losungen 
x4 

g(x4) = I G(s) ds + K, m(x4) = G(x4), 

1 2 
r r h(r)=-(A(r)+4i(r)+Ci) ,  f ( r ) = ~ ( 4 i ( r ) + K i ) ,  

mit i = 1 fur r<ro  bzw i = 2 fur r 3 r o u n d  k ,  Ki, Ci E R; 

h(r) := k'(r), 4i(r):=IarsE(s)ds, 

A(r) := I r  SKT(S) ds fur r < ro, A(r)'= 0 fur r 5 ro mit einem a 3 0. 

Im folgenden wird K = 0 gesetzt; C1 und K1 bestimmen sich aus der Forderung nach 
der Stetigkeit von h und f an r = 0. Da die Metrik asymptotisch flach sein soll, ergibt 
sich CZ aus dem Verhalten von A und 4 2  fur grofle r. Die Stetigkeit von h und f an der 

a 
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Grenzflache r = ro liefert 

4l(ro)-42(r0)= G - G - A ( r o ) ,  

K2 = 41h)  -h(rO)+K1. 

Fl(r0) =Fz(ro). 

SchlieJ3lich folgt noch aus der Stetigkeit von f’ an ro wegen ( 5 )  und der Stetigkeit von f:  

In ( 5 )  sind die Funktionen f i ( r )  weitgehend willkurlich. Dies entspricht der bekannten 
Tatsache, daJ3 in unserem Anfangswertproblem das Koordinatensystem fur r > ro noch 
nicht eindeutig fixiert ist. Die Wahl der Fi ist jedoch durch die Forderung nach der 
asymptotischen Flachheit fur r + 00 eingeschrankt. Ein einfaches Beispiel fur die 
Losung der Ubergangsbedingungen liefert der Ansatz 

F1= B, F2 = D / r 3 ,  B , D E R  
mit 

mit A(r) = JA KST(S) ds. 
Damit sind fur beliebige Energie-Impulstensoren mit der radialen Verteilung T ( r )  

(siehe ( 3 ) )  die Komponenten der Metrik gemaJ3 (4) bestimmt, wenn g ( x 4 )  und m ( x 4 )  aus 
( 6 )  entnommen werden. (Dabei wird vorausgesetzt, daJ3 ( l / r ) A ( r )  fur r = 0 existiert.) 

3. Diskussion 

Die soeben angegebenen Losungen fur die Ubergangsbedingungen der Einstein- 
Gleichungen sind bei groJ3en Bundelquerschnitten, WO Beugungseff ekte vernachlassigt 
werden konnen, auch eine gute Naherungslosung fur die Maxwell-Gleichungen. Dabei 
ergibt sich folgendes. 

( 1 )  Im Vakuum, dh auJ3erhalb des Lichtstrahlenbundels, sind Gravitationswellen 
vorhanden (x4-Abhangigkeit von gik). 

(2) Die Ausbreitungsrichtung dieser Gravitationswellen ist parallel zu den Licht- 
strahlen. 

(3) Wie schnell die Gravitationsstrahlung mit wachsendem Abstand vom Bundel 
der Lichtstrahlen abnimmt, hangt vom verwendeten Koordinatensystem ab 
(vgl Definition von F2(r)!). 

(4)  Falls die Lichstrahlen monochromatisch sind, dh falls G(x4) -sinZ ( k x 4 ) ,  ist die 
Frequenz der Gravitationswellen doppelt so groJ3 wie die der elektromag- 
netischen Wellen ( m ( x 4 )  = G(x4) - 1 -cos(2kx4); g ( x 4 )  - x4- ( 1 / 2 k )  
sin(2kx4)). 1st noch ein konstantes elektro- magnetisches Feld mit den nicht- 
verschwindenden Komponenten F24 und/oder F34 vorhanden, treten auch 
Gravitationswellen mit der Grundfrequenz (dh gik - sin k x 4 )  auf Vgl auch de 
Sabbata (1977) (dort jedoch nur eine Naherungslosung!). 

( 5 )  Fur monochromatische Lichtstrahlen ist 

g ( x 4 )  = & x 4 - ( 1 / 4 k )  sin(2kx4). 
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Streng nionochromatische Lichtstrahlen bedingen also fur x 4  + 00 die Diver- 
genz von g 2 4  und g 3 4 ;  Lichtstrahlen endlicher Lange verursachen an jedem 
Raumpunkt, den sie passieren, eine permanente Anderung der Metrik (vgl zB 
Einstein und Rosen 1937, Sachs 1962). 

(6) Im verwendeten Koordinatensystem verschwindet uberall der kanonische 
Energiekomplex von 

2 = J q g S n  (r:rftk - r krfts). 
Dagegen liefert der Energiekomplex von 2’= J ~ R  auch einen Impuls in 
radialer Richtung, dessen Dichte proportional zu g24 ,22  + g24,3,3 bzw zu g34.2.2 + 
g34.3,3 ist. 
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